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Due esercizi di topologia

Esercizio 1 (i) Siano 𝐾 e 𝐾′ due sottoinsiemi compatti, non vuoti e disgiunti di ℂ e sia

dist(𝐾, 𝐾′) ≔ inf
𝑧∈𝐾
𝑧′∈𝐾′

|𝑧 − 𝑧′| .

Dimostrare che dist(𝐾, 𝐾′) > 0 e che esistono due punti 𝑧0 ∈ 𝐾 e 𝑧′0 ∈ 𝐾′ tali che

dist(𝐾, 𝐾′) = |𝑧0 − 𝑧′0| .

(ii) Dimostrare che le stesse affermazioni valgono anche se si assume che𝐾 e𝐾′ sono due
sottoinsiemi chiusi, non vuoti e disgiunti di ℂ.

Esercizio 2 Sia Ω un aperto non vuoto di ℂ, 𝛿 > 0 e

Ω𝛿 ≔
{
𝑧 ∈ Ω|𝐷𝛿(𝑧) ⊆ Ω

}
.

Dimostrare che Ω𝛿 è aperto.

Suggerimento: Sia 𝐷𝛿(𝑧0) ⊆ Ω e sia 𝐶 = 𝜕𝐷𝛿(𝑧0).
(i) Per compattezza, esistono 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 punti di 𝐶 e 𝑟𝑗 > 0 tali che

𝐶 ⊆ 𝐴 ≔
𝑛⋃

𝑗=1
𝐷𝑟𝑗 (𝑧𝑗) ⊆ Ω .

(ii) Sia 𝑟 ≔ dist(𝐶, 𝜕𝐴)∕2 > 0. Dimostrare che

𝐷𝛿+𝑟(𝑧0) ⊆ 𝐷𝛿(𝑧0) ∪ 𝐴 ⊆ Ω ,

e concludere che, per ogni 𝑧 tale che |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟, 𝐷𝛿(𝑧) ⊆ Ω.


